Vorwort 


Dieses Elementarlehrbuch beschäftigt sich mit der Integration 
von gewöhnliehen und linearen partiellen Differentialgleichungen und zwar 
zunächst mit der Entwickelung der in den gebräuchlichen Lehrbüchern 
enthaltenen Integrationsverfahren ^ welche daselbst als einzelne von 
einander unabhängige Theorien dargestellt zu werden pflegen, während 
sie hier als Ausfluss aus einer allgemeinen Methode auftreten. Diese 
Methode giebt eine Integrationstheorie für alle Differentialgleichungen^ 
welche eine oder mehrere bekannte infinitesimale Transformationen ge- 
slcdlen. Mau könnte daher sagen, dass sie auf dem Principe der in- 
finüesimaleti Transformationen beruhtj wobei jedoch zu bemerken wäre, 
dass sich dieses Priiicip nicht in einem Satze erschöpfend aussprechen 
lässt, dass es vielmehr in den verschiedensten Einkleidungen auftritt 
und die mannigfaltigsten Anwendungen gestattet. 

In ihrem weiteren Ausbau führt die Verwertung der inflnitesimalen 
Transformationen zu dem äusserst wichtigen Gruppenhegriff^ indem es 
auf dasselbe hinauskommt, ob eine Differentialgleichung mehrere in¬ 
finitesimale Transformationen oder eine continuierliche Gruppe von 
Transformationen gestattet. Es zeigt sich in diesen Vorlesungen, dass 
diejenigen allgemeinen Glassen von Differentialgleichungen, welche die 
älteren Mathematiker integrierten, und die in den Lehrbüchern be¬ 
trachtet werden, eben als die allgemeinsten Differentialgleichungen 
charakterisiert werden können, die gewisse Gruppen von Transforma¬ 
tionen gestatten. Somit kommt der moderne Begriff der Differential- 
invarianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuch über 
Differentialgleichungen vor. In diesen Elementarvorlesungen be¬ 
schränken wir uns auf die Betrachtung der gewöhnlichen Differential¬ 
gleichungen erster, zweiter und dritter Ordnung, sowie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen in drei und vier Veränderlichen, 
welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. Für alle 
diese Differentialgleichungen-'siäwickelÄ wir gewisse rationelle Inte¬ 
grationstheorien, die sich durch die Verwertung des Principes der in¬ 
finitesimalen Transformationen naturgemäss darbieten.' 
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Diese Vorlesungen haben auch insofern Bedeutung; als sie weiter¬ 
gehende Studien vorbereiten. Unsere Entwickelungen geben nämlich 
dem Leser eine Ahnung von der ausserordentlichen Fruchtbarkeit des 
Begriffes der infinitesimalen Transformationen und der von ihnen er¬ 
zeugten Gruppen für die Integrationstheorien überhaupt. Viele unter 
den speciellen Anwendungen dieser Begriffe dürften ebenso wichtig 
sein als gewisse Theorien; die man heutzutage mit dem Namen von 
Principen belegt So ordnet sich — um hier nur eine Anwendung 
zu nennen; die allerdings im vorliegenden Buche nicht enthalten ist — 
die ganze Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord¬ 
nung dem Begriff der infinitesimalen Transformationen unter und 
dementsprechend jedes Problem, welches sich auf eine partielle Dif¬ 
ferentialgleichung erster Ordnung zurückführen lässt; also namentlich 
das allgemeine Problem der Dynamik. Z. B. fliessen aus der nahezu 
selbstverständlichen ThatsachC; dass die partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung; welche dem Problem der n Körper äquivalent ist; die 
Gruppe der Bewegungen des Raumes gestattet, die Flächensätze und 
die ersten Schwerpunktsintegrale. 

Schliesslich wird der Leser durch diese Vorlesungen vorbereitet 
zur Inangriffiiahme des allgemeinen und ganz besonders wichtigen 
Problems, ein sogenanntes vollständiges System mit häcannter Gruppe eu 
integrieren. Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das sich 
sehr viele wichtige andere zurückführen lassen, unter anderen die 
Beduction von gegebenen Differentialgleichungen auf typische Formeny 
würde jedoch zunächst das Studium der Theorie der Transformations¬ 
gruppen erfordern. 

Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgruppen 
in diesem Lehrbuche gebraucht wird, ist ausführlich von den ersten 
Elementen an entwickelt. Daher kann und soll dies Werk dazu 
dienen, einerseits die Bedeutung der Gruppentheorie Mar zu macheny an¬ 
dererseits das Eindringen in dieselbe in besonderem Maasse zu erleichtern. 

Aus dem Gesagten erhellt, dass es keineswegs im Plane des 
Buches lag, nach irgend einer Seite hin eine vom Standpunkt des 
Fachmannes abgeschlossene Theorie zu geben. Auch ist im Interesse 
der leichteren Verständlichkeit die Begründung der Entwickelungen 
nicht immer ganz streng gehalten, und überdies wurden von vorn¬ 
herein gewisse Probleme und Theorien überhaupt von der Betrachtung 
ausgeschlossen, so insbesondere functionentheoretische Fragen, wie die 
nach der Existenz der Integrale, ferner die Verwertung der soge¬ 
nannten Berührungstransformationen u. s. w. Dennoch aber bildet 
dieses Werk ein in sich abgeschlossenes Ganzes. 
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Die in diesem Buche entwickelten neuen Theorien sind, wo es 
nicht anders bemerkt wird, ausschliesslich Eigentum Sophus Lie’s 
und rühren im wesentlichen aus den Jahren 1871—74 her. (Vgl. 
die Verhandlungen der Gesellschaft der Wiss. zu Ghristiania, Decem* 
ber 1874, sowie auch die „allgemeine Theorie der partiellen Differen¬ 
tialgleichungen erster Ordnung^^ zweite Abhandlung, Math. Annalen 
Bd. XI (1877), S. 464 ff.) Allerdings ist hervorzuheben, dass in 
den ersten Publicationen die Form der Betrachtungen nicht immer 
völlig streng war, indem daselbst in der Hauptsache mit den infini¬ 
tesimalen Transformationen, nicht, wie es hier geschieht, mit den von 
ihnen erzeugten eingliedrigen Gruppen operiert wurde. Aber dies 
betrifft eben nur die Form, nicht die Ergebnisse, denn es tritt in 
allen diesen Theorien die eigentümliche und für die Bedeutung der 
infinitesimalen Transformationen charakteristische Erscheinung zu Tage, 
dass Kriterien, die sich durch BentUisung der infinitesmaien an Stelle 
der von ihnen erzeugten endlichen Transformationen als notwendig er¬ 
geben, andererseUs auch wirJclich hinreichend sind. Für eine begriffliche 
Auffassung ist es nicht schwer, von vornherein den Grund dieser 
wichtigen Thatsache zu erkennen. 

ln Deutschland hat Professor Lie zum ersten Male im Sommer 
1886 über diesen Gegenstand Vorlesungen abgehalten. Daran schloss 
sich ein Cyclus von Vorlesungen, zunächst eine Einleitung in die 
eigentliche Gruppentheorie, dann Vorlesungen über Differential¬ 
invarianten, über Berührungstransformationen und Functionengruppen 
sowie über die geometrische Theorie gewisser Berührungstransforma- 
tionen. Seither hat sich dieser Cyclus mehrere Male wiederholt. 
Während dieser Zeit erschienen die beiden ersten Bände des grossen 
Werkes: Sophus Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Abschnitt I 
und II, bearbeitet unter Mitwirkung von F. Engel (Leipzig 1888 und 
1890), das in erster Linie für Fachmänner berechnet ist und daher 
weniger zur eigentlichen ersten Einführung der Studierenden in die 
Gmppentheorie geeignet erscheint. So entstand das Bedürfnis nach 
einem einleitenden Werke, zumal da die einzelnen Lie’sehen Abhand¬ 
lungen über diese Gegenstände in verschiedenen Zeitschriften zerstreut 
sind und den Anfängern viele Schwierigkeiten bereiten. Im Gegen¬ 
sätze zu jenem Werke über die Theorie der Transformationsgruppen 
wurde also in dem vorliegenden ein ganz besonderes Gewicht auf die 
pädagogische Brauchbarkeit des Buches gelegt, und deshalb wurde für 
den Vortrag der neuen Theorien eine etwas breite, vielleicht hie und 
da etwas zu breite Art für gut befunden. Einzelne schwierigere, für 
das Verständnis des Folgenden aber nicht nötige, sowie andere weiter- 



VI 


Vorwort. 


gehende Entwickelungen oder nebensächliche Bemerkungen wurden 
deshalb auch durch kleineren Druck als beim Lesen überschlagbar 
gekennzeichnet. Ferner sind überschlagbar namentlich auch gewisse 
Abschnitte, welche Anioendungen auf Probleme der Flächentheorie be¬ 
treffen und nur für solche Leser berechnet sind, die schon die Haupt¬ 
lehren der Flächentheorie kennen. Wenn irgendwo, so ist es zum 
Studium dieses Buches von besonderem Nutzen, alles Erlernte sogleich 
an Beispielen praktisch zu üben, und daher sind zahlreiche Übungs- 
heispiele eingeschaltet worden. Auch hier bleibt es natürlich dem 
Ermessen des Lesers überlassen, zu entscheiden, wieviele dieser Bei¬ 
spiele er durchzurechnen für notig erachtet. 

Durch diese Vorkehrungen wurde erreicht, dass die Vorkenntnisse, 
die das Studium des Werkes voraussetzt, auf ein geringes Maass zu¬ 
rückgeführt werden konnten. Das Buch ist für Studierende etwa im 
vierten Semester berechnet, welche eine gründliche Vorlesung über 
Differential- und Integralrechnung gehört haben und demnach auch 
mit dem Begriff des Integrals einer Differentialgleichung schon ein 
wenig bekannt geworden sind. Für das leichtere Verständnis ist es 
nützlich, aber keineswegs notwendig, dass dem Leser die Anwendung 
einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und Inte¬ 
gralrechnung einigermaassen geläufig sei. 

Dass das Werk auch Fachmännern mancherlei Interessantes dar¬ 
bietet, liegt schon in seiner eigenartigen Methode. Hoffentlich kann 
diesem Bande recht bald ein zweiter, die eigentliche Gruppentheorie 
betreffender, übrigens aber wie dieser durchaus selbstständiger Band 
folgen. Vereinigt werden diese Werke das Eindringen in die ab- 
stracte Theorie der Transformationsgruppen recht erheblich erleichtern. 
In dieser Hinsicht leisten schon, wie zu hoffen steht, die vorliegenden 
Vorlesungen recht viel. 

Schliesslich noch einige Worte über meinen eigenen Anteil an 
diesem Werke: Ende Juli 1890 forderte mich Herr Professor Lie 
auf, diese Bearbeitung zu übernehmen. Da ich seit seiner Berufung 
nach Leipzig (1886) beständig mit den Lie’scben Theorien beschäftigt 
gewesen und immer in persönlichem Verkehr mit meinem hochver¬ 
ehrten Lehrer geblieben bin, war es mir möglich, auf Grund eines 
zum Theil recht knappen Entwurfes von Lie’s Hand diese Vor¬ 
lesungen in seinem Sinne auszuarbeiten. Dabei gereichten vielfache 
mündliche Besprechungen mit ihm der Bearbeitung zum Nutzen. 
Meine Thätigkeit bestand uaturgemäss wesentlich in der selbständigen 
Anordnung und ausführlichen Darstellung der Entwickelungen sowie 
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in der Auswahl und Berechnung der Übungsbeispiele; mit denen zu 
sparen ich nicht für gut hielt; da ich aus eigener Erfahrung weiss; 
wie nützlich gerade in diesen Theorien die Beispiele; und seien sie 
noch so trivial; dem Anfänger sind. Einige wenige Stellen, an denen 
ich eine neue Bemerkung oder Entwickelung in die Lie’schen Theorien 
dieses Buches einzuschalten für gut fand; sind besonders gekennzeichnet 
worden. 

Ich schliesse das Vorwort mit meinem wärmsten Danke gegen 
meinen hochverehrten Lehrer für seine Aufforderung; diese Vorlesungen 
zu bearbeiten; sowie für seine mir dabei unermüdlich gewährten Rat¬ 
schläge. Mochten diese Vorlesungen zur Verbreitung der Lie’sehen 
Theorie der Transformationsgruppen das Ihre beitragen. 

Leipzig; im Juni 1891. 


Georg Scheffers. 
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Schlusswort. 

Wir wollen nunmehr mit einigen Bemerkungen üben* die Bedm- 
tungjder vorgetragenen Theorie dieses Werk beschliessen. 

Nehmen wir an, es liege — urn gleich allgemein zu reden — 
ein System von Diflfereiitialgleichungen vor, welches integriert werden 
soll und von dem man weiss, dass seine allgemeinen Lösungen nur 
arbiträre (hnstanten^ keine arbiträren Functionen, enthalten. Alsdann 
kann man sich fragen, ob dasselbe infinitesimale Transformationen ge¬ 
stattet. Lässt sie solche zu und zwar eine begrenzte Anzahl von ein¬ 
ander unabhängiger, so ist es immer möglich, die Bestimmung dieser 
infinitesimalen Transformationen zurückzuführen auf das Problem, ein 
gewisses vollständiges System von linearen partiellen Differential¬ 
gleichungen zu integrieren, welches heTcannte infinitesimale Transfor¬ 
mationen gestattet. Wird dieses vollständige System integriert, so 
findet man die gewünschten infinitesimalen Transformationen und ihre 
Verwertung ermöglicht alsdann gewisse Vereinfachungen des Inte- 
grationsproblemes. Das dann noch zu erledigende Integrationsgeschäft 
lässt sich nämlich wiederum auf die Integration eines vollständigen 
Systems mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Trapsformationen 
zurückführen. 

Wenn ein System von Differentialgleichungen vorliegt, so kann 
man sich ferner die aus vielen Gesichtspunkten wichtige Frage vor¬ 
legen, ob dasselbe auf eine gegebene typische Form reduciert werden kann. 
Die Frage der Möglichkeit dieser Zurückführung lässt sich immer 
durch die allgemeine Theorie der Differentialinvarianten entscheiden. 
Ist die Reduction möglich, und gestattet dabei die typische Form eine 
endliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen, so kann man 
die wirkliche Überführung leisten, sobald man ein gewisses vollstän¬ 
diges System mit bekannter Gruppe von infinitesimalen Transforma¬ 
tionen integriert hat. Wieder also tritt das letztere Problem auch 
hier in den Vordergrund. 

Schon diese Bemerkungen genügen, die hervorragende Wichtigkeit 
des Problems zu zeigen, ein vorgelegtes vollständiges System mit be¬ 
kannter Gruppe von infinitesimalen Transformationen zu integrieren. 

Eine Begründung der obigen Bemerkungen kann freilich hier 
nicht gegeben werden, denn sie setzt die Kenntnis der allgemeinen 
Theorie der endlichen continuierlichen Transformationsgruppen voraus*). 


*) Eine ziemlich eingehende Integrationstheorie eines vollständigen Systems 
mit bekannter Gmppe findet sich, wie schon gelegentlich bemerkt wurde, in 
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Schlusswort. 


Schliesslich sei noch Eines hervorgehoben: Bei der Ausführung 
der von uns verwerteten Integrationstheorien spielten die zu einer 
Gruppe gehörigen JDifferentialinvarianten eine wesentliche Rolle. Man 
wird durch ihre Benutzung zu solchen Integrationstheorien geführt, 
welche mit der Qahis'schen Behandlung der Auflösung (ügdnraischer 
Gleichungen durchgehende Analogien darbieten. Allerdings müssen 
wir uns darauf beschranken, auch dies hier nur angedeutet zu haben. 
Eine Begründung dieser Bemerkung ist hier nicht am Platze. 

Bd.'26 der Math. Annalen. Es mag aber hier erwähnt werden, dass die dortige 
Darstellung an einer Stelle eine kleine Lücke hat und an einer anderen Stelle einen 
Satz verwertet, dessen allgemeine Gültigkeit allerdings zweifelhaft ist. In den 
Berichten der Sächs. Gesellsch. d. Wiss. vom Jahre 1889 ist jedoch die genannte 
Lücke ausgefüllt und der fragliche Satz eliminiert worden. Die früher citierte 
Bemerhung des Herrn Vessiot ermöglicht es überdies, die Hauptresultate jener 
Abhandlung in einfacherer Weise abznleiten. 


